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Вплив електричного навантаження на вимушені коливання попе-
речно поляризованих п’єзокерамічних стержнів 
Стаття присвячена аналізу експеримен-
тальних і розрахункових результатів, отри-
маних при дослідженні поздовжніх коливань то-
нких п’єзокерамічних стержнів з поперечною 
поляризацією в залежності від умов електрич-
ного навантаження – заданих сталих амплітуд 
струму або напруги. Показано, що повна прові-
дність п’єзоелектричних зразків є добутком 
реактивної провідності їх міжелектродної єм-
ності на відношення антирезонансного та ре-
зонансного визначників. Розрахунки провіднос-
ті, коефіцієнтів зв’язку і тангенсів механічних 
та п’єзоелектричних втрат проведені на ос-
нові нової простої ітераційної методики. 
Дістала подальший розвиток ідея почергового 
вимірювання спадів напруг у модернізованій 
схемі Мезона, на основі чого визначаються 
фазові зсуви між компонентами повної 
провідності. Експериментальні дані добре уз-
годжуються з розрахованими величинами. 
Бібл. 26, рис. 5. 
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Вступ 
Поперечно поляризовані п’єзокерамічні сте-
ржні давно вже стали „пробним каменем” у ба-
гатьох експериментальних дослідженнях насам-
перед тому, що їхні коливання описуються прос-
тими математичними формулами, а перший 
обертон лежить далеко по частоті від основного 
резонансу [3,6–11,13–17,20,23]. Механічні та 
електричні величини цих структур пов’язані між 
собою так званим поперечним коефіцієнтом 
електромеханічного зв’язку (КЕМЗ) 31k , тому 
поздовжні коливання таких стержнів у зарубіж-
них публікаціях нерідко називають модою 31k  
[13–16]. 
Створити ефективне електричне поле для 
збудження інтенсивних електропружних коли-
вань у п’єзокерамічних резонаторах можливо 
лише тоді, коли електродне покриття нерозрив-
но зв’язане з поверхнею, тобто є невід’ємною 
частиною самого резонатора. Створюються такі 
умови в процесі виготовлення зразків, коли ду-
же тонке електродне покриття напиляється, 
впалюється або наноситься електролітичним 
шляхом [19,24]. Маса електродів мала й до ува-
ги при розрахунках не береться.  Відносна діе-
лектрична стала сучасних п’єзокерамік стано-
вить сотні й тисячі одиниць, тому міжелектродна 
ємність досягає часом кільканадцяти нанофа-
рад і суттєво впливає на електричний струм і 
провідність [23–26]. При коливаннях 
п’єзоелектричних тіл відбувається перетворення 
енергії із механічної форми в електричну (пря-
мий п’єзоефект) або із електричної форми в ме-
ханічну (зворотний п’єзоефект). 
Сама природа внутрішніх фізичних процесів 
у таких тілах призводить до того, що і зміщення, 
і напруження, і провідність, і імпеданс мають бі-
ля резонансних частот як активні, так і реактивні 
компоненти. Розрахувати будь-яку амплітуду 
можливо лише тоді, коли беруться до уваги 
втрати енергії [5,10,21,22,24,25]. Огляд сучасних 
методів визначення повного набору матеріаль-
них констант п’єзокераміки наведено в моно-
графії [17]. У ній опрацьована методика, яка дає 
змогу визначати повний набір сумісних електро-
пружних сталих на єдиних зразках у вигляді 
прямокутної призми. На жаль, автори [17] не 
взяли до уваги втрати енергії, тому розв’язок ві-
домої задачі про поздовжні коливання тонкої 
прямокутної пластинки з поляризацією по тов-
щині прямує до нескінченності при підході до 
першого резонансу. В роботах [1,23] досліджу-
валися залежності комплексних модулів 
п’єзокераміки ЦТСтБВ-2 від температури.  
В роботі [11] розглянуті поздовжні коливання 
п’єзокерамічних стержнів з розділеними елект-
родами й показано, що кожен з вільних елект-
родів є п’єзотрансформаторним виходом і його 
потенціал між резонансними піками визначаєть-
ся винятково коефіцієнтом передачі ємнісного 
подільника, утвореного міжелектродними ємно-
стями, й від проявів п’єзоефекта не залежить.  
Для вимірювання характеристичних частот і 
відповідних їм повних провідностей найчастіше 
на практиці застосовують схему пасивного чо-
тириполюсника або так звану схему Мезона 
[3,19,20]. У ній дослідний п’єзоелемент вмика-
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ється послідовно із резистором навантаження і 
вимірюється спад напруги на одному з цих ком-
понентів. В роботах [9,26] проаналізовані її пе-
реваги й недоліки і запропоновані удосконалені 
варіанти, які забезпечують почергове вимірю-
вання спадів напруг на резисторі навантаження і 
дослідному п’єзоелементі на будь-якій частоті. В 
роботі [18] на прикладі задачі про радіальні ко-
ливання тонкого кругового п’єзоелектричного 
диска з суцільними електродами запропоновано 
методику по розрахунку компонентів миттєвої, 
активної та реактивної потужностей у діапазоні 
частот для двох режимів електричного наванта-
ження – сталих струму через п’єзоелемент та 
напруг на п’єзоелементі або на вході схеми ви-
мірювання. Там же наведені результати експе-
риментальних досліджень для цих трьох режи-
мів поблизу основного радіального резонансу. 
Показано, зокрема, що в режимі слабкого сиг-
налу ні компоненти провідності, ані фазові кути 
не змінювалися під час переходу від сталого 
струму до сталої напруги. Миттєва і активна 
складові потужності в режимі сталого струму за 
наближення до резонансу знижуються, а в ре-
жимі сталої напруги зростають. 
Ця стаття присвячена аналізу експеримен-
тальних і розрахункових результатів, отриманих 
авторами при дослідженні поздовжніх коливань 
тонких п’єзокерамічних стержнів з поперечною 
поляризацією в залежності від умов електрично-
го навантаження – заданих сталих амплітуд 
струму та напруги. Отримані в режимі „як є” екс-
периментальні дані перераховуються для інших 
умов навантаження за допомогою простих фор-
мул. Графіки побудовані для частотних інтерва-
лів резонанс – антирезонанс і значно відрізня-
ються від подібних залежностей в околі тільки 
резонансу. 
Розрахунки провідності, коефіцієнтів зв’язку і 
тангенсів механічних та п’єзоелектричних втрат 
проведені на основі нової простої ітераційної 
методики, основи якої для радіальних коливань 
тонких п’єзокерамічних дисків викладені в робо-
тах [10,21]. На жаль, при опрацюванні ітерацій-
ної методики для радіальних коливань проігно-
роване питання про втрати енергії в коефіцієнті 
Пуассона. У випадку вимушених коливань 
п’єзокерамічного стержня такої проблеми не-
має.  
Автори роботи [15] зробили огляд праць, 
присвячених визначенню втрат енергії в 
п’єзокераміці, й запропонували набір формул, 
які зв’язують механічні добротності з відповід-
ними тангенсами для п’яти типів спеціально ви-
готовлених зразків. Тут теж немає формул для 
втрат у коефіцієнті Пуассона. Ця проблема за-
лишається, хоча її й намагалися розв’язати ще 
автори монографії [23]. 
В експерименті застосована ідея почергово-
го вимірювання на кожній заданій частоті спадів 
напруг на п’єзоелементі, навантажувальному 
резисторі і на вході у модернізованій схемі Ме-
зона. За цими спадами напруг визначаються по-
вна провідність, миттєва потужність і фазові 
зсуви між компонентами повної провідності. Ек-
спериментальні дані порівнюються й узгоджу-
ються з розрахованими величинами. 
Експериментальні вимірювання спадів поте-
нціалу 
Відношення струму peI  через п’єзоелемент 
до спаду потенціалу peU  на ньому є (за озна-
ченням) повною електричною провідністю (адмі-








= =                         (1) 
Щоб скористатися цією формулою  для ви-
значення величини повної провідності 
п’єзоелемента необхідно вимірювати струм і 
спад напруги, проте немає ні таких вольтметрів, 
котрі можна було б приєднати паралельно до 
п’єзоелемента без істотних порушень електрич-
ного режиму схеми вимірювання, ані відповідних 
амперметрів. Всі сучасні електронні вольтметри 
змінного струму мають несиметричні входи і 
приєднувати їх можна лише до тих ділянок схе-
ми, в яких один із електродів є заземленим. В 
роботах [9,26] запропоновано проводити на 
будь-якій вибраній частоті почергове вимірю-
вання спадів напруг на резисторі навантаження 
RU  і дослідному п’єзоелементі peU . Для цієї 
мети до відомої схеми пасивного чотириполюс-
ника [21–24] вводиться додатковий комутатор, 
який перемикає точку заземлення з резистора 
навантаження на п’єзоелемент і навпаки. 
Величину опору навантажувального резис-
тора в удосконаленій схемі добирають окремо 
для резонансу й антирезонансу. Як показали 
досліди, при виборі опору цього резистора в 
межах 3–5 Омів величина максимальної провід-
ності тонких дисків визначається з похибкою 1-
3%. При визначенні мінімальної провідності по-
хибка зростає до 4–10% і опір треба збільшува-
ти до 20–50 кОмів. У випадку п’єзокерамічних 
стержнів між електродна ємність менша (ніж у 
дисків) приблизно вдесятеро, тому для кращого 
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вимірювання спаду напруги RU  опір наванта-
ження збільшують до 100–300 Омів.  
Спади напруг RU , inU і peU  утворюють сво-
єрідний характеристичний трикутник [10,18,21], 
кути між сторонами якого характеризують фазо-
ві зсуви між відповідними спадами напруг і мо-































+ −=γ .               (2) 
Кут α , утворений сторонами RU  і peU , ха-
рактеризує зсув фаз між струмом і спадом на-
пруги в п’єзоелементі. Кут β , утворений сторо-
нами inU  і RU , відповідає фазовому зсуву між 
вихідною напругою генератора і споживаним 
струмом. Кут γ , утворений сторонами inU  і 
peU , характеризує різницю фаз між вихідною 
напругою генератора і спадом напруги на 
п’єзоелементі. Знаючи величину повної провід-
ності peY  і фазові зсуви, можна визначити акти-
вний G  і реактивний B  компоненти повної про-
відності п’єзоелемента [7,24], користуючись фо-
рмулами, які обидві дають однакові результати, 
1 pe cosG Y= α , 1 pe sinB Y= α , (3) 
або 
2
2 pe / (1 )G Y k= + , 2 2B G k= , tgk = α . (4) 
Дослідження коливань поперечно поляризо-
ваних п’єзокерамічних стержнів велося в такий 
спосіб. Зразки виготовлялися із шматків тонких 
дисків п’єзокераміки ЦТС–19 або ЦТБС – 3 шля-
хом шліфування. Для зв’язку з дослідною схе-
мою у центрі зразків припаювалися провідники 
завтовшки 0,1 мм при довжині 50 мм. Зразки 
спочатку приєднувалися до моста змінного 
струму Е8–4 й вимірювалися на частоті 1000 Гц 
їхні статичні ємності 0C  й тангенс діелектричних 
втрат m33tg ε=δ . До виходу генератора Г3–
56/1, увімкнутого на вихідний опір 50 Ом, приєд-
нувався узгоджувальний подільник напруги із 
двох послідовно увімкнутих резисторів 68 і 10 
Омів. Досліджувані п’єзоелементи разом з рези-
сторами навантаження через комутатор приєд-
нувалися паралельно до вихідного резистора 
подільника. Частота вимірювалася електронним 
частотоміром Ч3–38, а спади напруг (до трьох – 
чотирьох знаків) реєструвалися цифровим 
вольтметром В2–27А/1.  
Спади напруг вимірювалися на частині зраз-
ків при умовах заданих сталих амплітуда струму 
або потенціалу, а на частині зразків вимірюван-
ня велися в режимі „як є”. Це означає, що на по-
чатку на вході схеми вимірювання виставлялася 
певна амплітуда 0inU , потім на кожній заданій 
частоті вимірювалися спади напруг RU , inU , 
peU  такими, якими вони є в реальних умовах, 
коли змінюються не лише спади напруг на наван-
таженні і п’єзоелементі, а й на вході, бо вихід ге-
нератора на сильних резонансах частково шун-
тується, що веде до зниження inU . Для переходу 
від режиму „як є” до режимів заданого струму чи 
потенціалу використовувалися прості формули 
перерахунку.  
Спади напруг inU , peU , RU після перерахун-
ку позначені літерами a , b , c , а початкові дані 
– відповідно 0a ; 0b ; 0c . Маємо набір формул 
відповідно для заданих вхідної напруги 00a , 
струму 00c , напруги на зразку 00b  
00aa = , 0000 abab = , 0000 acac = ; 
00cc = , 0000 caca = , 0000 cbcb = ; 
00bb = , 0000 baba = , 0000 bcbc = .  (5) 
Аналіз методів дослідження коливань 
п’єзокерамічних тіл показує, що схема пасивно-
го чотириполюсника є єдиною експерименталь-
ною системою, яка дає можливість вимірювати 
як резонансну, так і антирезонансну частоти, а 
відтак визначати важливі параметри 
п’єзоелектриків [3, 19, 20]. Ні ця схема, ані її ва-
ріанти, на жаль, практично не реагують на слаб-
кі резонанси, які можуть існувати поряд із силь-
ними. Заважає виявленню слабких резонансів 
статична електрична ємність зразків 0C . 
Розрахунок амплітуд повної провідності й 
миттєвої потужності 
Виміряні в експерименті спади напруг RU , 
inU , peU  разом з відповідними частотами f  та 
опором R  резистора навантаження дають мож-
ливість вирахувати багато важливих характери-
стик п’єзоелемента, а саме, частотні залежності 
спадів напруг, струму RRpe UI = , активного G , 
реактивного B  і повного peY  компонентів прові-
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дності, вхідного імпедансу pepe 1 YZ =  й миттє-
вої потужності pepepe IUP ⋅= , косинусів кутів α , 
β , γ  і самих цих кутів, а також побудувати кру-
гові діаграми провідності ( )GBB =  тощо. Усі пе-
речислені залежності будувалися як для режиму 
„як є”, так і для інших заданих режимів електри-
чного навантаження. 
У праці [12] запропоновано експерименталь-
но визначати компоненти втрат енергії на зраз-
ках у вигляді стержнів із поперечною та (або) 
поздовжньою поляризацією у такій послідовнос-
ті. Спершу мостом змінного струму на частоті 
1000 Гц вимірюються статична ємність 0C  і тан-
генс діелектричних втрат m33ε . Потім визнача-
ються частоти максимальної та мінімальної 
провідностей і самі ці провідності. Розв’язки від-
повідних задач про поздовжні коливання стерж-
нів показали, що максимальна провідність за-
лежить тільки від тангенса пружних втрат m11s , 
або оберненої до нього механічної добротності 
mQ . За величиною максимальної провідності 
пропонувалося визначати параметри пружних 
втрат. У формули для мінімальної провідності, 
крім механічних втрат, входять також діелектри-
чні m33ε  і п’єзоелектричні m33d . Саме за вели-
чиною мінімальної провідності й визначалися 











































π+ε= . (7) 
У монографії [23] зв’язок між компонентами 
провідності та параметрами втрат поширено на 
товщинні й зсувні коливання і проведені експе-
риментальні дослідження в діапазоні темпера-
тур. В роботах [5,7,10,24–26] концепція зв’язку 
максимальної та мінімальної провідності поши-
рена на радіальні коливання тонких кругових 
дисків із суцільними електродами. Шляхом роз-
кладу функцій Бесселя в ряд по малому пара-
метру отримані вирази для максимальної та мі-
німальної провідностей і для параметрів втрат.  
Як показує аналіз публікацій [3,10,17,21,25 
та ін.], усі відомі вирази для повної провідності 






Δω= CjY                         (8) 
де j  – уявна одиниця; ω  – кругова частота; 0C  
– статична ємність; aΔ , rΔ  – антирезонансний і 
резонансний визначники.  
Повна провідність п’єзоелектричного зразка 
на будь-якій частоті є, таким чином, добутком 
реактивної провідності його міжелектродної єм-
ності на цій частоті на відношення двох визнач-
ників — антирезонансного до резонансного — 
на тій же частоті. Щоб розрахувати повну прові-
дність конкретного п’єзоелемента можна прове-
сти відповідні перетворення у виразах для ви-
значників, вважаючи електропружні модулі ком-
плексними [2,4,10,23–25],  
)1( m1111011 jsss
E −= , 
)1( m3333033 ε−ε=ε jT ,  
)1( m3131031 jddd −= . (9) 
У тонкому стержні завдовжки l , завширшки 
w  і товщиною h   маємо [12, 23] 









31 dsjkk −ε++= . (10) 
Процес розрахунку повної провідності та її 
компонентів значно спрощується і стає  точні-
шим, якщо до формули (8) додати комплексні 
вирази (9), (10) і врахувати, що у випадку тонко-
го стержня [10–13,23] 
)cos()(r xx =Δ , 
( ) xxkxkx sin)(1)( 231231a +Δ−=Δ . (11) 
Для зручності розрахунку в діапазоні частот 
ємнісну провідність запишемо через деякий 














π= , (12) 
де x  – дійсне поточне значення комплексної 
безрозмірної частоти, 01x  – активна складова 
резонансної безрозмірної частоти, 01f  – виміря-
на частота (в герцах) максимуму повної провід-
ності. 
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Для розрахунково-експериментального ви-
значення поперечного КЕМЗ 31k , а також танге-
нсів механічних m11s  і п’єзоелектричних m31d   
втрат енергії проведемо ітераційні кроки для ос-
новного поздовжнього резонансу стержня з ро-
змірами 33,4×5,8×1,25 мм із п’єзокераміки 
ЦТБС–3, який мав 0 2,98  нФC = ; 0,0093tg =δ ; 
m 11,6 мСY = ; n 0,0637мСY =  ( n 15,7кОмZ = ); 
m 51,01 кГцf = ; n 53,04 кГцf = ; 0398,1fmn =f ; 
0,608мСa = ; 571,101 =x . 
Експериментальні вимірювання зроблені в 
схемі з комутатором при навантаженні 229 Омів. 
Рис. 1 ілюструє три ітераційні кроки (насправді 
їх було більше). Заради більшої наочності ліво-
руч подано графіки повної провідності, праворуч 
– вхідного імпедансу. Графіки для кожного кроку 
подібні й різняться лише положеннями мінімуму 
провідності (або максимуму імпедансу) по час-
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В результаті першої ітерації, яку було про-
ведено в інтервалі безрозмірних частот 
75,15,1 ≤≤ x  при довільно вибраних величинах 
1,02310 =k ; 01,0m11 =s ; 0093,0m33 =ε ; 
31 0,01md = ; = 0,608a мС  отримано такі провід-
ності = 7,8mY мС ; = 0,112nY мС ; і частоти: 
64,1n =x ; 571,1m =x ; 0446,1mn =xx  (рис.1а). 
Треба зменшувати відношення mn xx  (а це 
можна зробити лише зниженням 2310k ) і підви-
щувати mY , для цього необхідно зменшувати 
m11s . 
Наступна ітерація проведена в тому ж час-
тотному діапазоні при інших заданих величинах 
09,02310 =k ; 006,0m11 =s ; 0093,0m33 =ε ; 
31 0,007md = ; = 0,608a мС . Отримано такі про-
відності = 11,7mY мС ; = 0,0735nY мС  і частоти 
6321,1n =x ; 571,1m =x ; 0389,1mn =xx  (рис.1б). 
Максимум повної провідності й відношення час-
тот наближаються до експериментальних вели-
чин, а для зменшення мінімуму провідності тре-
ба знижувати тангенс п’єзоелектричних втрат. 
Остання (п’ята) ітерація проведена в тому ж ча-
стотному інтервалі при 31 0,004md = . Отримано 
провідності = 11,7mY мС ; = 0,0684nY мС  і час-
тоти 6321,1n =x ; 571,1m =x ; 0389,1mn =xx  
(рис.1б). Розбіжність з експериментом становить 
по mY  – 0,86 %, nY  – 7,4 %, mn ff  – 0,03 %.  
Таким чином, в результаті ітераційних про-
цедур можна вважати встановленими для до-
сліджуваного стержня наступні дані: 09,02310 =k ; 
006,0m11 =s ; 0093,0m33 =ε ; 31 0,004md = . Під-
становка експериментальних даних цього стер-
жня в першу з формул (7) дає 
3
m11 10008,6
−⋅=s , тобто отримані двома спосо-
бами результати збігаються. 







Рис. 2. Графік залежністі коефіцієнта передачі 
п’єзотрансформаторнорго датчика від частоти 
Після проведення вимірювання спадів на-
пруг в центрі електродного покриття однієї із го-
ловних поверхонь описаного стержня було від-
ділено п’єзотрансформаторний датчик [8,24] ді-
аметром 2,2 мм і знято залежність його коефіці-
єнта передачі tK  від частоти (рис. 2). По цій за-
лежності визначена на рівні – 3 дБ механічна 
добротність mQ  становить 146, що відповідає 
00685,0m11 =s . Тут розбіжність досягає 14 % і 
може бути пов’язана з шунтуванням 
п’єзотрансформаторного датчика вхідним опо-
ром вольтметра. 
На базі отриманих для основного поздовж-
нього резонансу поперечного коефіцієнта 
зв’язку і тангенсів втрат було розраховано повну 
провідність і вхідний опір на другому резонансі в 
діапазоні безрозмірних частот 4,5 – 4,85. Одер-
жані результати подані на рис. 3 (а), а відповідні 
експериментальні графіки побудовані на 
рис. 3(б). Графіки дуже подібні як за характе-
ром, так і за величинами максимальної та міні-
мальної провідностей. 
 






Y, мС  








(а)                                                                       (б) 
Рис. 3. Графіки залежності повної провідності від частоти (а) розрахований, (б) експериментальний 
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Результати розрахунку = 5,5mY мС ; 
= 1,3nY мС ; 735,4n =x ; 71,4m =x ; 
0053,1mn =xx  і експерименту = 151,4mf кГц ; 
= 152,4nf кГц ; 0066,1fmn =f ; = 4,6mY мС , 
= 1,5nY мС  мають задовільну розбіжність від-
повідно по mY  – 13 %, nY  – 15 %, mn ff  – 
0,12 %.  
Аналіз результатів вимірювань і розрахунків  
Щоб оцінити вплив вибраного режиму елек-
тричного навантаження на вимушені коливання 
п’єзокерамічного стержня побудовані амплітуд-
но-частотні характеристики (АЧХ) для випадків 
„як є”, заданого струму через п’єзоелемент і за-
даного спаду напруги на ньому (рис. 4). Перехід 
від одного режиму до іншого зроблений з вико-
ристанням формул (5). У першому стовпчику мі-
стяться графіки „як є”, другий стовпчик відпові-
дає струмові сталої амплітуди 1°мА, а третій 
стовпчик наводить результати для випадку спа-
ду напруги на п’єзоелементі 100 мВ (експериме-
нтально отриманий рівень на резонансі). В пер-
шому ряду подані спади напруг inU  (суцільні лі-
нії), peU  (розривні криві) та RU  (пунктирні лінії). 
Другий і третій ряди відповідно побудовані для 
АЧХ повної провідності й миттєвої потужності. В 
четвертому ряду наведені АЧХ фазових кутів α 
(суцільні лінії), β (пунктирні лінії) і γ  (розривні 
криві).  
Аналіз графіків показує, що на хід АЧХ по-
вної провідності та фазових зсувів режим елект-
ричного навантаження не впливає – вони зали-
шаються без змін при зміні зовнішніх електрич-
них умов. В той же час, АЧХ миттєвої потужності 
і спадів напруги сильно залежать від вибраного 
режиму. При наближенні до резонансу в режимі 
„як є” спад напруги inU  трохи знижується (за - 
вдяки шунтуючій дії вимірювального кола на ви-
хід узгоджувального подільника). Водночас має 
місце різке зростання напруги на резисторі на-
вантаження RU  і зниження спаду напруги на 
п’єзоелементі peU . При наближенні до антире-
зонансу спад напруги на резисторі навантажен-
ня знижується й досягає мінімуму на певній час-
тоті, яку ототожнюють із антирезонансною 
[3,19,20].  
Щоб забезпечити режим заданого струму на 
цій частоті треба різко підвищувати вхідну на-
пругу й напругу на п’єзоелементі. Різко зростає 
в режимі заданого струму поблизу від антирезо-
нансу й миттєва потужність. Навпаки, при підхо-
ді до резонансу в режимі заданого струму спад 
напруги на п’єзоелементі і миттєва потужність 
знижуються. 
Для забезпечення режиму сталого спаду на-
пруги на п’єзоелементі також доводиться підні-
мати у кілька разів вхідну напругу на резонансі, 
а це призводить до зростання спаду напруги на 
резисторі навантаження та збільшення струму в 
колі п’єзоелемента і, як наслідок, до збільшення 
миттєвої потужності. На антирезонансі в цьому 
режимі струм знижується, бо зростає вхідний 
імпеданс, і відповідно знижується миттєва поту-
жність. 
Автори робіт [14–16] експериментально 
встановили, що в режимі заданої напруги спо-
стерігається значна нелінійність АЧХ повної 
провідності, а в режимі заданого струму такої 
нелінійності немає. Вони також декларували 
(без пояснень причини) неможливість при вели-
ких потужностях забезпечити режим заданого 
струму на антирезонансі. Пояснення причин 
згаданих явищ, на нашу думку, слід шукати саме 
в поведінці миттєвої потужності при підході до 
резонансу або антирезонансу. 
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Рис. 4. Графіки АЧХ спадів напруг, повних провідностей, миттєвої потужності і фазових зсувів для  
основної моди 
Незалежність АЧХ повної провідності та фа-
зових зсувів від режиму електричного наванта-
ження пояснюється тією обставиною, що в лі-
нійному наближенні співвідношення між спада-
ми напруг, якими визначаються провідності і ко-
синуси кутів, залишаються, незважаючи на зни-
ження чи зростання останніх в кільканадцять 
разів. Для основної моди поздовжніх коливань 
стержня фазовий зсув між спадом напруги на 
п’єзоелементі і струмом у ньому (кут α ) набли-
жається до π  радіан на резонансі та антирезо-
нансі, а поза цими частотами він знижується до 
2π .  
В околі другого поздовжнього резонансу по-
будовані за тим же принципом АЧХ спадів на-
пруг, провідностей, миттєвих потужностей і кутів 
показали аналогічні залежності (рис. 5).  
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Рис. 5. Графіки АЧХ спадів напруг, повних провідностей, миттєвої потужності і фазових зсувів для 
другої моди 
Перехід від одного режиму електричного на-
вантаження до іншого і тут супроводжується іс-
тотними змінами спадів напруг та миттєвих по-
тужностей, тоді як повна провідність і фазові 
зсуви не змінюються. Інтервал змін параметрів у 
діапазоні частот резонанс – антирезонанс мен-
ший, що пов’язано з більшим впливом міжелек-
тродної ємності. Фазові зсуви між спадом напру-
ги на п’єзоелементі і струмом у ньому досягають 
максимальних величин не на резонансах та ан-
тирезонансах, як було на основній моді, а в ін-
тервалі між ними. Це також є наслідком більшо-
го впливу на обертоні міжелектродної ємності.  
Зменшення фазових зсувів при переході від 
основної моди до обертонів зареєстрували в 
розрахунках і експериментально також автори 
роботи [25] для радіальних коливань тонкого 
п’єзокерамічного диска. 
Слід зауважити, що при перерахунках екс-
периментальних даних ніяких обмежень у вибо-
рі заданих сталих за амплітудою струмів та спа-
дів напруг не було, тому цифри в одержаних 
АЧХ провідності та миттєвої потужності вказу-
ють лише на тенденції при зміні частоти й хара-
ктеризувати рівень не можуть.  
Досліджувалися також вимушені коливання 
п’єзокерамічного кругового сегмента з розміра-
ми 35,0×7,5×1,25 мм, вирізаного із диска ЦТС–
19 та параметрами =0 1802C пФ , 0144,0tg =δ . 
Такий зразок не має аналітичного розв’язку, 
проте його поздовжні коливання можна розгля-
дати, як стержневі з деякими ефективними кое-
фіцієнтами зв’язку. 
Внаслідок ітераційного процесу в інтервалі 
безрозмірних частот 75,15,1 ≤≤ x  та заданих 
величинах 08,02310 =k ; 012,0m11 =s ; 
0144,0m33 =ε ; 31 0,01md = ; = 0,397a мС  отри-
мано провідності = 3,48mY мС ; = 0,104nY мС  і 
частоти 625,1n =x ; 571,1m =x ; 034,1mn =xx . В 
експерименті було = 55,1mf кГц ; = 56,7nf кГц ; 
029,1fmn =f ; = 3,51mY мС , = 0,102nY мС . Роз-
біжність з експериментом невелика і становить 
по mY  – 0,86 %, nY  – 1,9 %, mn ff  – 0,48 %. 
Побудовані в умовах „як є” і перераховані за 
формулами (5) графіки для основного резонан-
су кругового сегмента також виявилися подіб-
ними до відповідних кривих прямокутного стер-
жня, наведених на рис. 4. Отже, ітераційні про-
цедури для тонкого п’єзокерамічного стержня 
придатні також для визначення ефективних ко-
ефіцієнтів зв’язку п’єзокерамічних пластин змін-
ної ширини. Це питання вимагає окремого до-
слідження. 
Висновки 
Дослідження вимушених поздовжніх коли-
вань стержнів із п’єзокераміки ЦТБС-3 з попере-
чною поляризацією при заданих сталих за амп-
літудою струмі й спаді електричної напруги дає 
можливість зробити наступні висновки. 
1. АЧХ повної провідності в інтервалі резо-
нансних– антирезонансних частот і фазові зсуви 
між виміряними спадами напруг на вході, на 
п’єзоелементі та навантажувальному резисторі 
не залежать від умов електричного навантажен-
ня. 
2. В режимі заданого (сталого за ампліту-
дою) спаду напруги на п’єзоелементі при на-
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ближенні до резонансу миттєва потужність зро-
стає, а поблизу від антирезонансу – знижується. 
Навпаки, в режимі заданого (сталого за амплі-
тудою) струму через п’єзоелемент при набли-
женні до резонансу миттєва потужність знижу-
ється, а поблизу від антирезонансу збільшуєть-
ся. Ця обставина може бути причиною виявле-
ної авторами робіт [14–16] нелінійності повної 
провідності в умовах великої вхідної потужності, 
як і неможливості забезпечити режим сталого 
струму на антирезонансі. 
3. Опрацьована на прикладі поздовжніх ко-
ливань тонкого п’єзокерамічного стержня з тов-
щинною поляризацією ітераційна методика мо-
же застосовуватися також при дослідженнях 
вимушених коливань стержнів змінної ширини 
та в експериментально-розрахунковому визна-
ченні  ефективних коефіцієнтів зв’язку і втрат. 
Ітераційну методику можна також використати 
для перевірки отриманих іншими методами (на-
приклад, методом п’єзотрансформаторного да-
тчика) результатів. 
4. Розрахунок фазово-частотних і амплітуд-
но-частотних характеристик коливань у компле-
ксній формі забезпечує результати, які добре 
узгоджуються з експериментами. 
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Влияние электрического нагружения на вынужденные колебания 
поперечно поляризованных пьезокерамичнских стержней 
Статья посвящена анализу экспериментальных и расчетных результатов, полученных при 
исследовании продольных колебаний тонких пьезокерамических стержней с поперечной поляри-
зацией в зависимости от условий электрического нагружения – заданных постоянных амплитуд 
тока или напряжения. Расчеты проводимости, коэффициентов связи и тангенсов механических 
и пьезоэлектрических потерь проведены на основе новой простой итерационной методики.  
Получила дальнейшее развитие идея поочередного измерения падений напряжения в  модер-
низированной схеме Мэзона, на основе чего определяются фазовые сдвиги между компонентами 
полной проводимости. Экспериментальные данные хорошо согласуются с расчетными величи-
нами. Библ. 26, рис. 5. 
Ключевые слова: тонкий пьезоэлектрический стержень; вынужденные колебания; адми-
тенс; тангенс пьезоэлектрических потерь; коэффициент связи. 
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Effect of the electrical loading on forced vibrations of transversely po-
larized piezoceramic bars 
This article analyzes the experimental and computational results obtained in the study of the longitudi-
nal vibrations of thin piezoceramic bars with transverse polarization depending on the electrical load such 
as the given constant amplitude current or voltage. Calculations of the admittance, coupling coefficients, 
mechanical and piezoelectric loss tangents were made on the basis of a new simple iterative method.  
The idea of alternate measuring the voltage drop in the modernized Mason scheme was further devel-
oped, and the phase shifts between the components of admittance were determined. The experimental 
data are in good agreement with the calculated values. Reference 26, figures 5. 
Keywords: thin piezoceramic bar; forced vibrations; admittance; piezoelectric loss tangent; couple 
coefficient. 
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